


4-д рісә
 Жазы  ималарды  геометриялы  сипаттамаларық қ ң қ

Жазы  ималарды  геометриялы  сипаттамаларық қ ң қ

Геометриялы  сипаттамалар иерархиясық

Ауырлық центрінің орны

 Көлденең қиманың инерция моменттері

 Қарапайым қималар аймағының инерция моменттері

Осьтердің параллель тасымалдануындағы инерция 
моменттері арасындағы байланыс

иманы  негізгі осьтеріҚ ң



К лдене  ималарды  геометриялы  сипаттамалары ө ң қ ң қ - Созыл ан (сы ыл ан) зекті  к лдене  имасында ы алыпты кернеулерді  шамасы осы иманы  ауданына байланысты болады. Осылайша, к лдене  иманы  ауданы созылу ( ысылу) кезіндегі кернеуді аны тайтын геометриялы  сипаттама болып табыладығ ғ ғ ө ң ө ң қ ғ қ ң қ ң ө ң қ ң қ қ қ . Кернеулі-деформацияланатын жай-к йді  бас а т рлері жа дайында (иілу, айналдыру) кернеу аудан а емес, к лдене  ү ң қ ү ғ ғ ө ң
иманы  кейбір бас а геометриялы  сипаттамаларына байланысты болады.қ ң қ қ

Геометриялы  сипаттамаларды  иерархиясы ішкі интеграциялы  к рініс т рімен белгіленеді ж не мынадай т рде сынылады: қ ң қ ө ү ә ү ұ :

к лдене  иманы  ауданыө ң қ ң

Статикалы   моментық

 иманы  ауырлы  центріні  координаттарыҚ ң қ ң

 К рделі фигураны  ауырлы  центріні  координаттарыү ң қ ң
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М нда ұ xi, yi - арапайым фигураларды  ауырлы  қ ң қ
центрлеріні  координаталары,  олар белгілі ң
немесе о ай табылды.ң
Ауырлы  центріні  орнын аны тау процедурасын қ ң қ
еске т сірейік:ү
1. ерікті (бастап ы) координаталар ж йесін та дау қ ү ң
x, y;
2. берілген фигураны арапайым фигуралар а қ ғ
б лу.ө
3. статикалы  моменттерді есептеу ж не ауырлы  қ ә қ
центріні  координаталары формулаларын олдануң қ



Фигураның ауырлық центрінен өтетін осьтер орталық деп аталады. 
Орталық осьтерге қатысты статикалық моменттердің 
нөлге айналатынын көрсетуге болады.

1-мысал  Бұрыштық көлденең қиманың ауырлық центрінің орнын анықтау.

1. Қиманың төменгі сол жақ бұрышынан басталатын 
x, y координаттар жүйесін таңдау.
2. Фигураны екі тікбұрышқа бөлеміз,
әрқайсысының ауырлық центрлерінің аудандары 
мен координаталарын есептейміз:

3. Біз бүкіл қиманың ауырлық 
центрінің статикалық моменттері
 мен координаттарын есептейміз :
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 Көлденең қима ауданының инерция моменттері :

 
A

y
A

x dAxIdAyI .      ; 22 - инерция ауданының осьтік 
моменттері, 

A
xy xydAI ,

 
AA

dAdAyxI .)( 222   ауданны  полярлы  инерция моментің қ

 ауданны  центрден ң
тепкіш инерция моменті.

Иілу және бұралу кернеулерін анықтауда ауданның инерция 
моменттері қолданылады.
Біреуі симметрия осімен сәйкес келетін осьтерге қатысты центрден 
тепкіш инерция моменті нөлге тең екенін көрсетуге болады. Бұл 
жағдайда x, y координаттары бар dA элементар платформасы 
әрқашан бірдей аймаққа –x, y немесе x, -y координаттарымен сәйкес 
келеді.
xydA туындыларын қосу (интеграциялау) нөлге тең болады. Әрі 
қарай кез келген фигура, соның ішінде асимметриялы фигуралар 
үшін центрден тепкіш момент нөлге тең болатын осьтердің орнын 
табуға болатыны көрсетіледі.

Полярлық инерция моменті координаталық осьтердің х, у 
бағытына тәуелді емес және әрқашан осьтік инерция 
моменттерінің қосындысына тең:
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 Қарапайым қималар ауданының инерция моменттері :
Тікбұрыш
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Тікбұрыштың ауырлық центрі симметрия осьтерінің 
қиылысында орналасқаны белгілі(xC = b/2, yC = h/2).
Орталық осьтерге қатысты инерция моменттерін 
есептеу үшін у координатасын xC орталық осінен
 өлшенеді деп болжап, интегралдау шегін өзгерту жеткілікті:
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Осыған ұқсас басқа осьтер үшін аламыз :

Центрден тепкіш инерция моменті (симметрия бойынша) :

Полярлық инерция моменті :
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      ■     Үшбұрыш
Элементар аймақтың айнымалы ені бар және оның у осі 
бойынша координатасына тәуелді :
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Орталық оське қатысты инерция моменті yC :
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Орталық оське қатысты инерция моменті хC :



Дөңгелек қима : Алдымен полярлық инерция моментін есептейміз:
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Симметрияны ескере отырып, орталық осьтерге 
қатысты инерция моменттері:

.
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II yx

 

Техникада көбінесе жақындатылған мәндер 
пайдаланылады (қателік шегі 2% -дан кем) : .1,0 4dI 

.05,0 4dII yx 
 Сақиналы қимасы : Интеграцияның шегін өзгерту жеткілікті :
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Симметрияны ескере отырып, орталық осьтерге 
қатысты инерция моменттері :
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Жұқа қабырғалы сақина үшін (t < 0,075R) шамамен деп санауға болады
 = Rср = const қалыңдығы бойынша және A = 2Rсрt:
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Техникада кейде жақындатылған
 мәндер қолданылады. : .8,0 3

срtDI  .4,0 3
срtDII yx 



 Құрама қималар ауданының инерция моменттері
- 

 Осьтерді параллель аудару кезіндегі инерция моменттерінің арасындағы тәуелділік
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Егер бастапқы осьтер орталық болса, 
формулалар жеңілдетіледі, өйткені 
SxC = SyC = 0:

-- ауырлық центрінің координаттарын есептеу сияқты, ауырлық 
центрінің координаттары мен инерция моменттері белгілі немесе 
оңай есептелетін қарапайым фигураларға бөлу арқылы 
есептеледі.
Мысалы, сақина қимасының инерция моментін радиусы R және 
сол қиманың, бірақ радиусы r болатын дөңгелек қатты дененің 
инерция моменттерінің айырмасы ретінде есептеуге болады.
Фигуралардың әрқайсысы үшін координаталық осьтердің 
әрқайсысының бойымен инерция моменттерін қосқанда, инерция 
моменттерін қарастырылатын қимаға және барлық құраушы 
фигураларға ортақ осьтерге қатысты есептелуі тиіс.
Демек, бір осьтен екіншісіне өтуге мүмкіндік беретін формулалар 
болуы керек.



иманы  негізгі осьтеріҚ ң

 иманы  негізгі осьтері шін келесі шарттар орындалуы Қ ң ү
керек :

1. Осы осьтерге атысты иманы  центрден тепкіш инерция қ қ ң
моменті н лге те  болуы керек : ө ң Ixy = 0

2. Осы осьтерге атысты осьтік инерция моменттері қ
экстремалды болуы керек.

3. Б л осьтер зара перпендикуляр болуы керек.ұ ө

 Негізгі орталы  осьтер қ - иманы  ауырлы  центрінен қ ң қ
тетін негізгі осьтер.ө
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 Осьтерді бұру кезінде инерция моменттері арасындағы байланыс

v

u

ycos

u, v координаттар жүйесіндегі dA элементарлық алаңының координаттары сызықтық 
тәуелділікпен x, y бастапқы координаттары арқылы көрсетіледі:

.cossin      ;sincos  yxvyxu 

Осевые моменты инерции относительно осей u и v: 
AA

u dAxydAvI 22 )sincos( 

xI yIxyI

2sin

.2sinsincos 22  xyyxu IIII 
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.2sincossin 22  xyyxu IIII 

.coscossin2sin 2222  
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.yxvu IIII 
invarconst  yx II

u және v осіне қатысты
центрден тепкіш инерция моменті:
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 Бас осьтер және бас инерция моменттері - Алынған тәуелділіктер осьтердің айналу бұрышы 
өзгерген кезде инерция моменттерінің мәндері өзгеретінін көрсетеді, ал осьтік инерция моменттерінің 
қосындысы тұрақты болып қалады. Бұл осьтік моменттердің бірі максималды мәнге, ал екіншісі 
сәйкесінше ең төменгі мәнге жететін осьтердің орнын анықтауға болатынын білдіреді.

.2sinsincos 22  xyyxu IIII 



 Инерция радиусы – инерция моментін 
көлденең қима ауданымен байланыстыратын 
және теңдіктерден анықталатын шама:
Инерция радиусы қарастырылып отырған 
осьтен көлденең қиманың бүкіл ауданын 
шартты түрде шоғырландыруға болатын 
нүктеге дейінгі қашықтықты білдіреді. Бұл 
шама қиманың қаншалықты жақсы «дамыған» 
екенін, қиманың жекелеген аудандары осьтен 
қаншалықты алыс тұрғанын сипаттайды, бұл 
өз кезегінде иілу және иілумен қысу кезіндегі 
қиманың үнемділігін сипаттайды.

Сығылған өзекшелердің икемділігін бағалау кезінде инерция радиусын пайдалану ыңғайлы.
Бұл үшін инерция радиустары мынадай формулалар бойынша үлгілік және прокаттық қималар үшін 
алдын ала есептеледі: 

  Күрделі фигуралардың Инерция моменттерін есептеу - келесі ретпен орындалады:
1. Бөлім ауырлық центрлерінің координаталары мен инерция моменттері белгілі немесе оңай 

табуға болатын бөліктерге бөлінеді..
2. Бастапқы осьтер таңдалады, оларға қатысты қиманың ауырлық центрінің координаталары 

есептеледі.
3. Қиманың ауырлық центрінің координаттары есептеледі.
4. Орталық осьтер (қиманың ауырлық центрінен өтетін) өткізіледі, оларға қатысты инерция 

моменттері есептеледі.
5. Орталық осьтерге қатысты қиманың осьтік және центрден тепкіш инерция моменттері есептеледі.
6. Негізгі орталық моменттері есептеліп, негізгі осьтердің орны анықталады.  



МЫСАЛ МЫСАЛ  Инерцияны  негізгі орталы  моменттерін, стандартты прокат профильдерінен ң қ
т ратын иманы  осьтік арсылы  моменттерін аны тау.ұ қ ң қ қ қ

има 75 × 50х5 (мм-мен та балау) екі тегіс емес б рыштан ж не № 16 швеллерден Қ ң ұ ә
(швеллерді  № оны  см биіктігі туралы к рсетеді) т рады. ң ң ө ұ
https://prosopromat.ru/category/zadachi/geometricheskie-xarakteristiki



иманы  ауырлы  центріні  орнын аны таймыз.Қ ң қ ң қ
Кесінді y осіне атысты симметриялы, оны негізгі ж не орталы  ось қ ә қ
ретінде саламыз. Координата хС=0. yС табу шін кездейсо  ү қ x′ осін 
саламыз (кездейсо  та дал ан). Біз барлы  профильдерді  ауырлы  қ ң ғ қ ң қ
центрін белгілейміз ж не болат прокат сортынан профильдерді  ажетті ә ң қ
сипаттамаларын жазамыз.
Фигура 1,2 – б рыш 75×50х5ұ

А1=А2=6,11 см2

Iх1= Iх2=34,8 см4

Iу1= Iу2=12,5 см4

Фигура 3 – швеллер №16

А3=18,1 см2,    

Iх3=747 см4, 

Iу3=63,3 см4.



Сызбада к рсетеміз ж не профильдер шін координаттарды аны таймызө ә ү қ
у1 = у2 = у0 =2,39 см,

у1= -z0 =-1,8 см.

С координатын мына формула бойынша аны таймыз:ү қ

м нда Аi – р профильді  ауданы,ұ ә ң

      уi – координата.



Біз негізгі орталы  осьті x осінен т мен арай x' осінен 0,11 см т сірқ ө қ ү еміз, т.С - 
б кіл иманы  ауырлы  центріү қ ң қ н саламыз.
2. тпелі формулалар ар ылы инерцияны  негізгі орталы  моменттерін Ө қ ң қ
аны таймыз :қ

М нда Ixi , Iyi — р фигураны  инерция моменттері;ұ ә ң
Аi – р фигураны  к лдене  имасыны  ауданы;ә ң ө ң қ ң
аi – рбір фигураны  ауырлы  центрінен негізгі орталы  осіне дейінгі ашы ты  х;ә ң қ қ қ қ қ
bi – р фигураны  ауырлы  центрінен негізгі орталы  оське дейінгі ашы ты  у.ә ң қ қ қ қ қ
ai аны таймыз (схеманы араймыз)қ қ
а1 = а2 = у1+|уС|= 2,39 + 0,11 = 2,5см,
а3= — (|у3|-|уС|) = -1,69см.
Iх аны таймыз. 3 фигура - швеллер б рыл анына назар аудару керек, сонды тан қ ұ ғ қ Ix 
аны тау шін сортаменттен қ ү Iv швеллерді алу керек.
Iх3=63,3см4



Іі аны таймыз. Швеллер шін (б рыл ан) Iу3 =  Iх = 747см4.қ ү ұ ғ
bi лшемдерін аны таймыз, схемада к рсетеміз.ө қ ө
b1= -х0 = -1,17см,
b2= х0 = 1,17см,
b3=0, йткені швеллерді  ауырлы  ө ң қ центрі y осінде жатыр.

3. Формулалар ар ылы има кедергісіні  осьтік моменттерін аны таймыз :қ қ ң қ

Схемадан мынаны к руге боладыө



3. Формулалар бойынша к лдене  иманы  осьтік моменттерін ө ң қ ң
аны таймыз :қ

Схемадан мынаны к руге боладыө
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